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Приведені результати математичного моделювання стаціонарних фізичних 
процесів в електронно-дірковій плазмі активної області (і-області) інтегральних 
p-i-n-структур. Математична модель записана в рамках гідродинамічного теп-
лового наближення з врахуванням феноменологічних даних про вплив на динамічні 
характеристики носіїв заряду розігріву електронно-діркової плазми внаслідок ви-
ділення в об’ємі i-області Джоулевого тепла та вивільнення енергії рекомбінації. 
Основу моделі складає нелінійна крайова задача на заданій просторовій області з 
криволінійними ділянками границі для системи рівнянь неперервності струму но-
сіїв заряду, Пуассона та теплопровідності. Постановка задачі містить природ-
ним чином сформований малий параметр, що забезпечує можливість залучити 
асимптотичні методи для її аналітико-числового розв’язання. Модельна нелінійна 
крайова задача з малим параметром приведена до послідовності лінійних крайо-
вих задач методами теорії збурень, а фізична область задачі з криволінійними 
ділянками межі до канонічного виду – методом конформних відображень. Отри-
мано стаціонарні розподіли концентрацій носіїв заряду і відповідне температур-
не поле в активній області p-i-n-структур у вигляді асимптотичних рядів за сте-
пенями малого параметра. Процес уточнення розв’язків ітеративний, з почерго-
вою фіксацією невідомих задачі на різних етапах ітераційного процесу. Асимп-
тотичні ряди, які описують поведінку концентрації плазми і потенціалу у дослі-
джуваній області, на відміну від класичних, містять примежові поправки. Вста-
новлено, що примежові функції відіграють ключову роль в описі електростатич-
ного поля плазми. Запропонований підхід до розв’язання відповідної нелінійної за-
дачі забезпечує можливість суттєвої економії обчислювальних ресурсів. 
Ключові слова: асимптотичний ряд, примежова поправка, конформні ві-
дображення, сингулярність, електронно-діркова плазма, p-i-n-структура. 
 
1. Вступ 
У техніці надвисоких частот (НВЧ) для комутації електромагнітного поля 
широко використовуються p-i-n-діоди (діоди з широкою базою) [1, 2]. Робота 
комутуючих p-i-n-діодів ґрунтується на можливості створення під дією струму 
управління висококонцентрованої електронно-діркової плазми в активній обла-
сті (і-області) діода. Поява в і-області заряджених частинок призводить до змі-
ни електродинамічних характеристик комутуючої системи і, як наслідок, до 
згасання поданого на комутатор електромагнітного поля. 
Базові характеристики комутаторів на p-i-n-діодах – рівень комутованої по-






електронно-діркової плазми в активній області, густини імпульсу, енергії (усеред-
нені характеристики плазми) і конструкція p-i-n-діодів. В активній області діода 
при протіканні електронного і діркового струмів відбуваються складні процеси. 
Основні із них – інжекція носіїв заряду з високолегованих зон через n-i- та p-i- пе-
реходи, електронно-діркова дифузія і дрейф, рекомбінаційні процеси в об’ємі і на 
поверхні і-області, передача енергії електронів і дірок кристалічній гратці тощо. 
Зазначені процеси описуються нелінійними математичними моделями. 
Розвиток технології інтегральних схем обумовив появу p-i-n-діодів у інтег-
ральному виконанні: поверхнево-орієнтованих p-i-n-структур із заглибленими 
контактами [3] (рис. 1). Типова конструкція інтегральної p-i-n-структури являє 
собою пластину з напівпровідникового матеріалу (область власного напівпро-
відника – і-область), на поверхні якої формують донорні (n) та акцепторні (p) 
зони з підведеними до них металевими контактами. Відповідно активна область 




Рис. 1. Схематичне зображення p-i-n-структури у поперечному перерізі прямо-
кутного хвилеводу 
 
Проєктування інтегральних p-i-n-структур пов’язане із вирішенням ком-
плексної задачі підбору напівпровідникових матеріалів, вибору геометричних 
розмірів елементів структури, характеристик сигналів управління. При цьому 
повинні виконуватись умови: 
– забезпечення узгодження p-i-n-структури з лінією передачі сигналу; 
– досягнення оптимальних комутуючих характеристик в заданому діапазо-
ні частот;  
– дотримання необхідного температурного режиму тощо.  
Очевидно, що один із етапів проєктування інтегральних p-i-n-структур 
пов’язаний з розв’язанням нелінійної математичної задачі динаміки носіїв заря-
ду, яка ставиться у неканонічній області. Такі складні задачі у загальному випа-
дку розв’язуються лише чисельними методами із залученням значних ресурсів 
ЕОМ. У зв’язку із цим актуальною є проблема підвищення ефективності алго-
ритмів. Особливо вона загострюється при вирішенні оптимізаційних задач. 
Для підвищення ефективності проєктування пропонується провести деко-
мпозицію початкової задачі методами теорії збурень та конформних перетво-
рень. Ця процедура дозволяє отримати послідовність лінійних задач, які поста-








2. Аналіз літературних даних та постановка проблеми 
Класичною у проєктуванні p-i-n-діодних структур стала дифузійно-
дрейфова модель. Властивості стаціонарних і нестаціонарних математичних мо-
делей p-i-n-структур і відповідні експериментальні дані розглядались, наприклад, 
у монографії [4]. У роботі [5] дифузійно-дрейфова модель є основою для чисель-
ного аналізу напівпровідникових пристроїв. Альтернативними математичними 
моделями електронно-діркової плазми є квазігідродинамічна модель [6] та варіа-
ції кінетичної моделі [7, 8]. Дифузійно-дрейфова модель характеризується відно-
сною простотою застосування, вона дозволяє отримати усереднені характерис-
тики плазми в активній області електронних пристроїв. Сфери застосування да-
ної моделі обмежені характерними розмірами напівпровідникових елементів, що 
перевищують довжини релаксації імпульсу та енергії носіїв заряду. Відповідно 
дифузійно-дрейфова модель не враховує ефекти, пов’язані з неврівноваженістю і 
нелокальністю електронно-діркової плазми. Зазначені обмеження суттєві в окре-
мих випадках, наприклад при проєктуванні GaAs керуючих структур. В основі 
дифузійно-дрейфової моделі лежить нелінійна система параболічних рівнянь не-
перервності струму з відповідними граничними умовами, яка сумісно 
розв’язується з рівнянням Пуассона для потенціалу електричного поля зарядже-
них частинок плазми. Традиційні підходи до аналізу такої моделі ґрунтуються на 
застосуванні методів лінеаризації (наприклад, використовується наближення ам-
біполярної дифузії [7] та застосуванні чисельних методів [9].  
Окремо відмітимо застосування асимптотичних методів для розчеплення 
відповідних задач. У роботі [10] запропоновано одновимірну стаціонарну мате-
матичну модель p-i-n-діода в дифузійно-дрейфовому тепловому наближенні та 
проведено її аналіз асимптотичними методами. Аналогічні методи використо-
вувались при аналізі математичної моделі p-n-переходу [11]. Властивості сис-
теми звичайних диференціальних рівнянь, які є основою математичних моделей 
напівпровідникової електроніки, розглядаються в роботі [12]. 
Перевага методів лінеаризації полягає у можливості отримати, в деяких 
випадках, результат моделювання у аналітичному вигляді. При цьому не зав-
жди досягається прийнятний рівень адекватності моделювання (як, наприклад, 
при роботі в рамках наближення амбіполярної дифузії). Навпаки, чисельні ме-
тоди дозволяють отримати результати моделювання в рамках застосованих ме-
тодів апроксимації з порівняно високою точністю. Найчастіше використову-
ються напівнеявні різницеві схеми (наприклад, схеми Самарського, Шарфетте-
ра-Гуммеля, Танга, Мока тощо). У результаті проведеного аналізу відповідних 
чисельних алгоритмів [13] наголошується на необхідності відслідковувати пи-
тання монотонності і стійкості різницевих схем.  
Математичне моделювання характеристик електронно-діркової плазми в 
напівпровідникових структурах ускладняється тим, що параметри моделей у 
загальному випадку залежать від температури. У роботі [13] відповідна матема-
тична модель будується для розрахунку характеристик польових транзисторів, 
у роботі [14] – для діодів з бар'єром Шоткі. В [15] відображено результати мо-
делювання характеристик біполярних транзисторів. В опис стану плазми уточ-






пературу. Система рівнянь моделі доповнюється неоднорідним рівнянням теп-
лопровідності, яке містить опис локальних джерел тепла. До розігріву плазми 
призводять ефекти Джоуля та вивільнення/поглинання енергії внаслідок проце-
су електронно-діркової рекомбінації/генерації [7]. В залежності від умов впливу 
на напівпровідниковий кристал проявляються різні рекомбінаційно-генераційні 
механізми (Шоклі-Ріда, Отже, ексітонний, плазмовий). У залежності від обра-
ного матеріалу напівпровідника уточнені математичні моделі описують плазму, 
яка може перебувати у термодинамічній рівновазі із кристалічною граткою 
(пристрої на основі Si), і плазму, яка має відмінну від кристалічної гратки тем-
пературу (наприклад, AsGa). Поряд із процесами розігріву напівпровідникових 
структур в температурних моделях розглядаються процеси передачі теплової 
енергії у навколишнє середовище шляхом вимушеної та природної конвекції, 
випромінювання [16]. Обмін енергією з навколишнім середовищем відображе-
ний у моделях, як правило, описом спеціального виду граничних умов. 
Таким чином, виходячи із складності фізичних процесів у електронно дір-
ковій плазмі інтегральних поверхнево-орієнтованих p-i-n-структур, вважаємо 
проблему моделювання характеристик комутаторів з активними елементами на 
p-i-n-структурах відкритою. Один із шляхів удосконалення алгоритмів проєкту-
вання комутаторів в рамках застосування традиційного дифузійно-дрейфового 
теплового наближення – модифікація відповідної системи математичної моделі, 
граничних і початкових умов на основі використанням феноменологічних да-
них про взаємозв’язки між параметрами моделі. Також доцільним є проведення 
декомпозиції базової нелінійної моделі з метою пониження рівня її складності. 
Розв’язання відповідних задач, які містять як регулярно, так і сингулярно збу-
рені складові, пропонуємо проводити асимтотичними методами із проведенням 
конформних відображень фізичної області задачі. 
 
3. Мета та завдання дослідження 
Метою роботи є розробка інструментальних засобів системи проєктування 
напівпровідникових комутуючих інтегральних p-i-n-структур з заглибленими 
контактами. Це забезпечить розвиток теорії p-i-n-структур і дасть можливість 
проектувати відповідні комутуючі пристрої НВЧ із заданими характеристиками.  
Для досягнення мети ставляться наступні завдання дослідження: 
– запропонувати удосконалену стаціонарну дифузійно-дрейфову модель 
прогнозування стану електронно-діркової плазми в активній області p-i-n-
структур, що враховує ефект розігріву плазми та особливості геометрії фізичної 
області задачі; 
– застосувати метод конформних перетворень для приведення фізичної об-
ласті задачі з криволінійними ділянками межі до канонічного виду; 
–  на основі розвитку методів асимптотичних поправок розробити методи-
ку розв’язання відповідних збурених нелінійних крайових задач для системи 
рівнянь неперервності струму, Пуассона, теплопровідності;  









4. Матеріали та методи дослідження 
Розміщення p-i-n-діодів у інтегральній структурі періодичне. Тому доціль-
ною є постановка модельної задачі для типового елемента активної області Gi 
(рис. 1, 2). 
Розподіли концентрацій носіїв заряду p(x,y,J), n(x,y,J) в електронно-
дірковій плазмі активної області встановлюються під дією струму управління з 
густиною J внаслідок протікання дифузійно-дрейфових, рекомбінаційно-
генераційних процесів. Концентрації носіїв заряду гідродинамічному набли-
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Тут використано позначення:  
Nd – профіль легування;  
φ – потенціал;  
е – заряд електрона;  
Dp, Dn – коефіцієнти дифузії дірок та електронів відповідно;  
μp, μn – рухомості ( , v E  v  – вектор швидкості) носіїв заряду;  
Rp, Rn, Gp, Gn – швидкості рекомбінації і генерації. 
У напівпровідникових матеріалах на динаміку носіїв заряду впливає розіг-
рів кристалу та електронно-діркової плазми внаслідок виділення в об’ємі p-i-n-
діода Джоулевого тепла та вивільнення енергії внаслідок рекомбінації носіїв 
заряду [6, 7, 14]. Для опису температурного поля пропонуємо використовувати 
модифіковане рівняння теплопровідності: 
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де cρ – питома теплоємність напівпровідникового матеріалу;  






λt – коефіцієнт теплопровідності;  
Eg – ширина забороненої зони напівпровідника;  
R=Rn+Rp – швидкість рекомбінації носіїв заряду;  
G=Gn+Gp – швидкість генерації електронів та дірок; α, β – феноменологічні 
сталі (для Si – Eg=1.169 eV, α=4.9 10
–4 eV/K, β=655 K; для GaAs – Eg=1.519 eV, 




Рис. 2. 2D-модель елемента інтегральної p-i-n-структури (Gi область з інжекту-
ючими n-i-, p-i- контактами) 
 
Розігрів плазми призводить до зміни коефіцієнтів дифузії та рухомості но-
сіїв заряду [18]. Рухомості електронів і дірок зв’язані з коефіцієнтами дифузії 
наступними співвідношеннями [7] (kB – стала Больцмана): 
 
μpkBT/e=Dp, μnkBT/e=Dn. (5) 
 
Температурні залежності рухомості носіїв заряду визначаються феномено-
логічними співвідношеннями, зокрема для Si в діапазоні робочих температур p-




–0.5, T0=300 °K. (6) 
 
Швидкість рекомбінації носіїв заряду визначають процеси різного типу і 
властивості матеріалу напівпровідника. Виходячи із складності опису сукупної 
дії рекомбінаційних процесів для оцінки швидкості рекомбінації використову-
ють наступні феноменологічні співвідношення: 
 
  *0– / , n nR n n   
*
0– / , p pR p p  (7) 
 
де * , p  
*n  – ефективні релаксаційні часи життя дірок та електронів; n0, p0 – кон-
центрації урівноважених електронів та дірок (в активній області p-i-n-діодів 
концентрації неурівноважених та урівноважених носіїв заряду задовольняють 







Носії заряду з’являються в активній області p-i-n-діодів також внаслідок 
процесів генерації носіїв заряду за механізмами ударної іонізації, тунелювання, 
теплових переходів електронів у зону провідності [7]. При типових режимах 
роботи p-i-n-структур генерація носіїв заряду шляхом ударної іонізації та туне-
лювання малоймовірна, а теплова генерація урівноважених носіїв заряду за 
умов теплової рівноваги компенсується зворотнім механізмом теплової реком-
бінації [7]. Тому у подальшому генераційні процеси до уваги братись не будуть. 
Рівняння (1)–(4) доповнюємо наступними граничними умовами на межі 
області ∂Gi=Li (Li=Ln⋃Lp⋃L0⋃L1, рис. 2): 
а) аналогічно до [19] формуємо умови, що визначають густину електрич-
ного струму на інжектуючих контактах (8), (9) та на бічній поверхні діода (10): 
 








j e p  (8) 
 












* 0,    n n
L
j e n   
0
* 0,    p p
L
j e p  (10) 
 
де J – стала, що визначає густину інжекційного струму (струму управління); v – 
вектор нормалі до границі області; eαpp, eαnn, eαp*p, eαn*n – густини рекомбіна-
ційного струму; αn,p, α*n,p – швидкості поверхневої рекомбінації електронів і ді-
рок, які у загальному випадку різні на поверхнях контактів і на бічній поверхні; 






































U  (11) 
 
де U – прикладена напруга. Граничні умови для потенціалу на інших ділянках 
поверхні:
0
0,  L  1
0.  L  Умови записано на підставі того, що активна об-
ласть p-i-n-діода у порівнянні з високолегованими областями є високоомною; 
в) потік тепла, що відводиться з активної області p-i-n-діода через її повер-
хню, підпорядкований закону Ньютона-Ріхмана. Тому рівняння теплопровідно-


























k T T  (12) 
 
де k1,2=σ1,2/λt, σ1,2 – коефіцієнти теплопередачі. 
Нелінійна задача (1)–(12), поставлена на області з криволінійними межами, 
є складною математичною задачею, яка у більшості подібних випадків 
розв’язується чисельними методами [13, 14]. При цьому результативність обчи-
слювального алгоритму може бути досягнута після забезпечення вимог моно-
тонності, стійкості, збіжності. Процедура розв’язання таких задач потребує за-
лучення значних комп’ютерних ресурсів. Для розв’язання задачі пропонується 
залучити асимптотичні підходи [20–25], які дозволяють привести початкову 
нелінійну задачу до послідовності лінійних крайових задач. При цьому фізична 
область задачі з криволінійними ділянками межі області шляхом залучення ме-
тоду конформних відображень [23, 26–28] приводиться до канонічного виду. 
 
5. Результати розв’язання задачі прогнозування стану електронно-
діркової плазми в області з криволінійними межами 
5. 1. Стаціонарна дифузійно-дрейфова модель стану електронно-
діркової плазми. Математична постановка задачі  
При заданій формі інжектуючих контактів (y=gn(x,w,h), y=gp(x,w,h)) потріб-
но знайти розв’язки системи диференціальних рівнянь (1)–(4) в області 
Gi=G1⋃G2⋃(∂G̅1⋂∂G̅2) (рис. 3), G1={(x,y): 0<x<h, gn(x,w,h)<y<gp(x,w,h)}, 
G2={(x,y): h<x<h+b, 0<y<d}. Рівняння доповнюються граничними умовами (8)–
(12) на замкненому конурі L=LC*D*⋃LD*E*⋃LE*E⋃LED⋃LDC⋃LCC*, що обмежує 
область Gi (рис. 3). Перехід від тривимірної фізичної області задачі до двовимі-
рної (Gi) обумовлений однорідністю інтегральної p-i-n-структури вздовж на-




Рис. 3. Фізична область задачі 
 
Скористаємось додатковими обмеженнями: 
1) КОМУТАЦІЯ ЕМХ організовується так, що час переключення комута-
тора значно перевищує характерні часи динаміки носіїв заряду у напівпровід-
никовому матеріалі. Отже, при подачі сталого струму управління до контактів 







заряду. Тому розподіл концентрації носіїв заряду в області Gi будемо шукати за 
умови 0,tp  0;tn  
2) активна область слаболегована – концентрація неурівноважених елект-
ронів і дірок значно перевищує концентрацію домішок (Nd=0); 
3) у досліджуваному режимі роботи час життя неурівноважених носіїв за-
ряду в активній області і коефіцієнт теплопровідності є сталими величинами. 
Перепишемо рівняння (1)–(4) з урахуванням (5)–(7) для стаціонарного ви-
падку. Застосуємо процедуру нормування: x̆=x/w, y̆=y/w, z̆=z/w, T̆=T/T0, 
φ̆ =eφ/(kBT0), Ŭ=eU/(kBT0), n̆=n/ni (0≤n̆≤nmax/ni), p̆=p/ni (0≤p̆≤pmax/ni), де ni – стала, 
визначає концентрацію електронів у власному напівпровіднику, залежить від 
обраного матеріалу напівпровідника. Після чого система рівнянь (1)–(4) набу-
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Тут використано позначення: μ=εε0kBT0/(e
























































































































































































































Складність крайової задачі (13)–(16) обумовлена тим, що система дифере-
нціальних рівнянь у частинних похідних (13) нелінійна і містить змінні коефіці-
єнти. Наявність криволінійних ділянок на межі області інтегрування додатково 
ускладнює задачу. Тому пропонуємо побудувати конформне відображення фі-
зичної області задачі Gi на деяку канонічну область [26–29] G̃i (рис. 4, б), на 
межі якої повинні виконуватись умови (14)–(16). 
Оскільки область Gi симетрична (gn(x,w,h)=–gp(x,w,h), рис. 4, а), то доціль-
ною є побудова відображення її верхньої підобласті G' із границею ∂G'=ABCDE 
на внутрішність прямокутника (рис. 4, б) G͂'={(x͂,y͂):x͂*<x͂<x͂
*,0<y͂<Q} 
(∂G͂'=ÃB̃C̃D̃Ẽ, ƶ=x͂+i y͂). При цьому окрім шуканих функцій x͂=x͂(x,y), y͂=y͂(x,y) не-









а  б 
 
Рис. 4. Схематичні зображення: а – конформної сітки в фізичній області G'; б – 
відповідної параметричної області G͂' 
 
















при граничних умовах: 
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Зауважимо, що розв’язки задачі (17), (18) x͂=x͂(x,y) і y͂=y͂(x,y) з фізичної точ-
ки зору є відповідно еквіпотенціальними і силовими лініями електростатичного 
поля у досліджуваній області 
 
5. 2. Застосування методу конформних відображень для перетворення 
фізичної області задачі 
Процедура розв’язання задачі (17), (18) є трудомісткою. Суттєвих спрощень 
можна досягнути за умови здійснення оберненого конформного відображення 
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 * ,  Ex x x  (21) 
 
де (x͂E͂,0) – точка області G͂', що відповідає точці E͂ області G'. 
Наближене представлення задачі (19)–(21) запишемо у рівномірній сітковій 
області G͂'λ={(x͂i,y͂j): x͂i=x͂*+iΔx͂, =0, +1;i m  y͂j=jΔy͂, =0, +1;j l  Δx͂=(x͂
*–x͂*)/(m+1), 
Δy͂=Q/(l+1), λc=Δx͂/Δy͂, m,l∊Ν} із застосуванням різницевого представлення відпові-
дних виразів [26, 29]. Рівняння Лапласа (21) апроксимуємо наступним чином: 
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 1 , 1 .   i m j l  (22) 
 
Тут xi,j=x(x͂i,y͂j), yi,j=y(x͂i,y͂j), (xi,j,yi,j)∊G'λ, конформний інваріант шукається за: 
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Крайові умови (20), (21) перепишемо у вигляді: 
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5. 3. Методика розпаралелювання нелінійної моделі дифузійно-
дрейфового і теплового процесів в активній області p-i-n діодів 
У результаті заміни координат x=x(x͂,y͂), y=y(x͂,y͂) і перетворення фізичної 
області задачі до відповідної параметричної області G̃i математична модель 


























       

   
 
      
          








p p p p
A T











де p=p(x͂,y͂), n=n(x͂,y͂), φ=φ(x͂,y͂), T=T(x͂,y͂), 
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Наявність малого параметра µ в постановці задачі (26), (27) забезпечує мож-
ливість залучити асимптотичні методи теорії збурень [20–25] для її розв’язання. 
При цьому процес розв’язання задачі складається з двох етапів, що чергуються. 
Якщо в рівняннях 1–3 системи (26) зафіксувати T, то система рівнянь 1–3 разом із 
відповідними граничними умовами (27) утворює сингулярно збурену задачу ана-
логічну тій, що розглядалась у роботі [10]. Після підстановки розв’язків сингуляр-






залучення граничних умов (27) отримуємо регулярно збурену задачу для рівняння 
теплопровідності. У подальшому для зручності символ “~” опущено. 
Виходячи із постановки сингулярно збуреної задачі, пропонуємо шукати 
розв’язки у вигляді наступних асимптотичних рядів [22–24]:  
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де Φ(m)(x,y,μ), N(m)(x,y,μ), P(m)(x,y,μ) – регулярні частини асимптотик; Φ(̲m)(ξ̲,μ), 
N̲(m)(ξ̲,μ), P̲(m)(ξ̲,μ), Φ̅(m)(ξ̅,μ), N̅(m)(ξ̅,μ), P̅(m)(ξ̅,μ) – примежові поправки асимптотик 








 – регуляризуючі розтяги); 
 ( ) , , , mR x y   ( ) , , ,n mR x y   ( ) , ,p mR x y  – залишкові члени. Зауважимо, що при 
побудові рядів (28) враховувався вплив на структуру розв’язків умов на контак-
тних ділянках (околи точок x=0, x=1). 
Розв’язок рівняння теплопровідності шукаємо у наступному вигляді: 
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На першому етапі розв’язання (26), (27) отримуємо, аналогічно [10], 
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у вигляді головних членів асимптотик (28), які вносять основний вклад 
розв’язок задачі. 
На другому етапі шукаємо наближений розв’язок нелінійного рівняння те-
плопровідності. Підстановка (29) у відповідні рівняння та граничні умови 
(26), (27) дозволяє отримати послідовність крайових задач для лінійних неод-
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Примежові поправки отримуємо у результаті розв’язання наступної систе-
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де y – параметр функції, який послідовно фіксується для відповідного ланцюж-
ка вузлів у параметричній області. Функції ΠN(x,y), ΠP(1–x,y) – мають зміст гра-
дієнтів електричного потенціалу. Для визначення сталих інтегрування поряд із 
граничними умовами задачі (33) використано умову: 
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яка відображає наближену рівність падіння електричного потенціалу в активній 
області прикладеній до контактів структури напрузі U.  
 
5. 4. Результати чисельних експериментів 
Проведено серію чисельних експериментів, в яких використано наступні 
вхідні дані: e=16∙10–20 Кл, Dn=35 см
2/с, Dp=25 см
2/с, * 62 10  см/c,  n  
* 510  см/c, p  αn=2∙10
5 см/c, αp=10
5 см/c, * * 710  c,   n p  ni=10
16 см3, μ=6.25∙10–6, 
U=5 В, J=2∙105 А/см2, ε=11, ε0=885∙10
–14 Ф/м, kB=1.38∙10
–23 Дж/K, T0=300 K, 
λ=130 Вт/(K∙м), k1=10 Вт/(см
2∙K), k2=5 Вт/(см
2∙K). Розглядались інжектуючі ко-
нтакти клиновидного типу. Відповідно симетричні ділянки CD та C*D* межі 
активної області описувались функціями y=0.5(x(d–w)/h+w) та y=–0.5(x(d–
w)/h+w), де w=26 мкм, h=8 мкм, b=72 мкм, d=30 мкм. Результати моделювання 
показано на рис. 5–7. 
 
 
а      б 
 
Рис. 5. Розподіли концентрації носіїв заряду в електронно-дірковій плазмі акти-





Рис. 6. Порівняння розрахованих розподілів концентрації носіїв заряду у пере-
різах без примежових поправок ( ), з примежовими поправками при T=300 K (
), з примежовими поправками і врахуванні розігріву T=350 K ( ) (а – переріз 










Рис. 7. Температурне поле активної області інтегральної p-i-n-структури 
 
Алгоритм розв’язання різницевої задачі (22)–(25) ґрунтується на почерго-
вій параметризації граничних і внутрішніх вузлів сіткової області G͂', конформ-
ного інваріанта λc з використанням ідей методу блочної ітерації [26, 28]. 
Після виконання алгоритму приведення фізичної області задачі до каноні-
чного виду задіюється ітераційний алгоритм розв’язання послідовності задач 
(30)–(35). При цьому використовуються явні різницеві схеми з п’ятиточковим 
шаблоном типу «хрест» для апроксимації оператора Лапласа. Розрахунки про-
водились на рівномірній прямокутній сітці вузлів 100×400. Також використову-
вався алгоритм Адамса для розв’язання систем звичайних диференціальних рі-
внянь (36). Експериментально встановлено, що 5 ітерацій достатньо для стабі-
лізації числових значень обчислювального процесу. 
 
6. Обговорення результатів застосування асимптотичних методів і 
конформних відображень у моделюванні характеристик електронно-
діркової плазми 
Нелінійна задача (1)–(12), яка сформована на основі удосконалення класичної 
дифузійно-дрейфової моделі плазми, поставлена в області з криволінійними ме-
жами. У результаті застосування асимптотичних методів і конформних перетво-
рень вона приведена до послідовності лінійних задач (22)–(25), (30)–(35), які 
розв’язуються чисельно. Головна особливість даної методики – можливість вико-
ристання, а у деяких випадках – явних обчислювальних схем, що не потребують 
значних комп’ютерних ресурсів для отримання результатів моделювання. Відмі-
тимо, що постановку задачі здійснено у гідродинамічному наближенні. 
Рис. 5, а ілюструє стаціонарний розподіл концентрації плазми в активній об-
ласті інтегральної p-i-n-структури з контактами клиновидного типу, що отримано 
в результаті розв’язання задачі (1)–(3), (8)–(11) із застосуванням наближення ам-
біполярної дифузії [7]. Аналогічний результат отримуємо для головних членів ре-
гулярних частин відповідних асимптотичних рядів (28) на початковому етапі 
розв’язання задачі (26), (27) методами теорії збурень. На рис. 5, б показано розпо-
діл концентрації плазми з урахуванням примежових поправок. 
Результати моделювання розподілу концентрації плазми за класичною і 
удосконаленою математичними моделями у певній мірі корелюють між собою. 






Тут порушується умова наближеної рівності концентрацій електронів і дірок, 
яка є основою для застосування підходу амбіполярної дифузії. Також відрізня-
ються середні значення концентрації плазми. При зазначених вище вхідних да-
них спостерігається майже двократне зростання концентрації у порівнянні з да-
ними класичної моделі: 4.94 проти 9.14 (у відносних одиницях). Рис. 6 відобра-
жає дані для порівняльного аналізу результатів моделювання розподілу концен-
трації електронів і дірок. 
Розподіл температури в активній області інтегральної p-i-n-структури, 
отриманий на основі розв’язання задач (30)–(35) показано на рис. 7. Результати 
моделювання відображають той факт, що охолодження системи відбувається в 
основному внаслідок відведення тепла через металеві контакти. Розігрів плазми 
на ~50 °C призводить до незначного зростання концентрації плазми (з 9.14 до 
9.21 у відносних одиницях). Відмітимо, що особливістю використаної у дослі-
дженнях математичної моделі є запропонований нами опис рекомбінаційних 
джерел тепла, який ґрунтується на феноменологічних даних про вплив темпе-
ратури на ширину забороненої зони напівпровідника.  
Ключову роль при розрахунку розподілу джерел тепла відіграють функції 
градієнта електричного потенціалу, що визначаються через відповідні приме-
жові поправки ΠN(x,y), ΠP(1–x,y). Регулярні складові градієнта потенціалу вно-
сять незначний вклад в опис напруженості електростатичного поля плазми.  
Характерна потужність, яка розсіюється у одиничному p-i-n-діоді 0.01–
0.1 Вт. Класична модель, яка ґрунтується на використанні наближення самоуз-
годженого поля (локальні градієнти регулярної складової електричного поля 
незначні), зазначений рівень розсіяної потужності не забезпечує. 
Відмітимо, що у кутових точках C, D, C*, D* області порушується глад-
кість отриманої функції розподілу, проте ця обставина суттєво не впливає на 
опис стану електронно-діркової плазми. Відомо, що аналогічні проблеми вирі-
шуються введенням у розгляд кутових поправок [20]. 
Величини накопиченого заряду, що отримані в рамках застосування на-
ближення амбіполярної дифузії та згідно уточненої математичної моделі, відрі-
зняються на 2–4 %. Такі відмінності суттєво не впливають на оцінку значення 
ефективної діелектричної проникності активної області p-i-n-структури. І, як 
наслідок, на оцінку електродинамічних характеристик комутуючих систем. 
Проте, проведена декомпозиція нелінійної математичної моделі методами тео-
рії збурень та конформних відображень дозволяє: 
– спростити алгоритм розв’язання початкової задачі шляхом її “розчеплення”; 
– деталізувати фізичний зміст процесів у досліджуваній системі; 
– провести оптимізацію зон контактів. 
Сподіваємось, що запропонована математична модель та напрацьовані ме-
тоди її аналізу стануть основою для вивчення поведінки інтегральних p-i-n-
структур при комутації потужних електромагнітних полів. 
 
7. Висновки 
1. Запропоновано удосконалену математичну модель прогнозування стаці-







ті p-i-n-діодів з криволінійними межами за умов розігріву плазми внаслідок ви-
ділення у об’ємі активної області Джоулевого тепла та енергії рекомбінації 
надлишкових носіїв заряду. Аргументовано вибір її складових. Модель пода-
ється у вигляді нелінійної системи сингулярно і регулярно збурених крайових 
задач для рівнянь відповідно неперервності електронно-діркових струмів, Пуа-
ссона та теплопровідності з відповідними граничними умовами.  
2. Методом конформних відображень здійснено перетворення фізичної об-
ласті задачі до канонічного виду. Цим забезпечується у певній мірі універсаль-
ність розробленого алгоритму розв’язання задачі.  
3. Знайдено розподіли концентрації електронів і дірок в активній області 
інтегральних p-i-n-структур з заглибленими контактами та відповідне темпера-
турне поле у вигляді відповідних асимптотичних рядів за малим параметром 
задачі, причому асимптотичні ряди для функцій концентрації носіїв заряду та 
потенціалу пропонуються із урахуванням примежових поправок. Це дозволило 
привести нелінійну крайову задачу до послідовності лінійних крайових задач, 
які, зокрема, включають традиційні постановки. Встановлено, що примежові 
поправки вносять основний вклад у функцію розподілу електростатичного поля 
електронно-діркової плазми. Проведений аналіз нелінійної математичної моделі 
плазми в дифузійно-дрейфовому тепловому наближенні дозволяє деталізувати 
фізичний опис процесів у досліджуваній системі. 
4. Для візуалізації результатів дослідження побудовано ряд чисельних ал-
горитмів. Проведено їх тестування. Розроблена комп’ютерна модель інтеграль-
ної p-i-n-структури з заглибленими контактами дозволяє при відповідному на-
борі вхідних даних оцінювати базові характеристики комутаторів та проводити 
процедуру оптимізації форми та розміру зон p-i-, n-i- контактів. 
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